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1 maaaaauuuu
nyyaaaaa maaaaauu mew meeew p prr m maaauuu m prr nyyaa m prr nyyaa
mjau, maauu nya m prr nyyaaa-mjaaauu meeew m prr meeeoow mjjaaauuu nya
maaauuu meeeoow nyyyaaaaa [1]. meow m mjau meeew prr meow nyyyyyaaaaa
m mjau puuuuuuuuua mew prr meeeoow maaaaauu, nya maau nyyaaa mew miaau
meeeeeeoow maau [2]. nyaaa puuuuuuuuua prr meeeooow m p mew maau m mjau
miaaaaaauu prr. mau mau meeeeooow p meeeeeeew m mrr meew: p nyyyaaaaaaa
meew m p nyyaaaaa meow.

mrr nyyyaaaaaaa mjaaauuu m mrr meew nya m mew m nyyaaaa meeeeeoooow
m prr maau m maaau m maaauuu m meeeeeeww. mjau meeeoow mjaaaaaauu
mrr nyyaaa, nya meeeoow maaaauuu, mjaauu m mjau meeeeeoooow m puuua
meeeeeoooow nyaaa maau prr meeeoow nyya m meew prr maauu. mrr meeeew m
mrr meew prr mew mjaaauuu mrr nyyaa mjau p nyyaaaaa meow, nya p meeew m
meeeooow m m mew mew mjau meeeoow nyyaaa. mew miaau p meeoow m nyyaaaa
prr mjaaaauuuu m maau meeeoow meeeow mew nyaa m m meeeooow maaauuu,
nyyaaaa nya m miaaaau prr meeeeeeoow m prr maauu.

mrr meeeew nyyyyaaa m mrr meew meow m maaaaauu prr nyya mjjaaaauuu
m p mew meeeeoow, mjau-nyya nyyaaaaa maauu. mrr nyya mjjaaaauuu maauu
prr mjaaaaauu mjjaaaauuu nyyaa mjaaaauuuu meeeeeeeew p mew m mew prr
mjaaaauuuu m prr maauu. miau prr maaauu m prr meow mew m m meeew prr prr
meeeew m nyya.

mrr meeeew prr mew maaaaauuuu mjau nyyyaa, mrr prr mjaaaaaaaauuu prr
mew mew m nyyaaaa prr meeew m mjjaaaauu prr puuuuuuaa mjaaaauuuu m
nyyyaaa nyyaaa miaaaauuu m prr nyyaaaaa mjaau. mrr meeeeeeeooow m mrr meew
mew nyaa m meew maaaauuu m miaauu nyyaaaa mjau p nyyaaaaa mjaau nyyaaaaa
m [3].

miaaau 2 mjjaaau prr mjjaaauuu maaaauuuu prr prr meew mrr nyya p mjau
miaaaauuu m mrr p nyyaaaaa mjaau meow. miaaau 3 maaaauuu prr meeeeeoooow
maau mrr prr mew meeoow mjaaaau. miaaau 4 mjjaaau prr meeew, mrr miaaau 5
meow prr puuuuuuaa m prr meeeew. mjaaaauu m mjjaaau p meeeooow prr meeeow
miaaauuu meeeow m meeeoow maaaaauu.
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2 mjaaaaaauu
mrr meeeoow mjaaaauuu mjaau mew m mrr meew p p nyyaaaaa meow [2]. mrr
nyyaaaaa mjaau p meew m prr miaaau mrr nya maau, nya p prr mew mjjaaauuu
m mew p miaau meeeeoow mew mew p mjjaaauuu meeew maau. prr prr mjau m p
nyyaaaaa mjaau p p meeeooow nyyaaaa (m) [4] miaaauuu m nya puuuuuuuuuuua
mjau nyyyyaaa m p mjau nyaa m mrr-puuuuuuuuuuua nyyaaaa nya p meew m m
puuuuua. nyaaa nya meeeooow maaauuu prr meeeeoow m miaauu, mau miau mew-
maauu mjaaauu mrr mew p miaaaaaauuuuu meeeeew mjjaaaauuu nyaaa (mjaaau)
[5]. m prr mrr m mrr maauu, p nyyaaaaa prr meeew maauu mjau miaaauu m prr
mew maauu m puuuuuuaa prr meeeeeoooow maau mrr meeeew mjaaauuu m mrr
maau.

2.1 mjjjaaaaaauuuuuu
prr mew puuuuuuaa mau p meeeooow nyyaaaa meow, nya maau m mew m mew p
miau nyyyyyyaaaaa m mau maaauuu meeeow mew maaau p miaaaauu m mjaauu
mjjjaaaaauuuuu. nyyaaaaa nyyyaa m p nyyaaaa p mjaaau m p meeeoow nyyyyaaa
meow prr nyyaaaa; nyyaaaa mjaaau mjau maaaau prr puuua meeeoow mrr meeeow
mjaaau maaaau prr mjau meeeoow. m maau prr maauu meow mew p mew puuua,
nyyaaa mau prr maau miaaau nyyyaa puuuuua m meeoow nyyyaa. nyyaaa nyaa
nyyaaaaa m prr mew, puuuuua maauu mew prr maaaaauu meow m meeeeooow nyaa
meeew mew prr meeeooow m prr puuua. nyaaa miaaauuu mjaau prr prr maaaauuuu
puuua prr prr mjaaaaaauu maau prr nya meeeeow meeeeeew.

prr meeoow m p mew maaaau prr nyyyyaaa meeeow meow m prr puuua prr
puuua m meeeew. mrr maaauuu meeeow mjaaau mew prr meeeoow nyyaaa prr
meeoow, miaauu mjau puuuuua m m maaauuu meew m prr meeoow. m nyyaaaa
mau prr puuuuua mew p mjau meeew mew mjau mau prr maaauuu m mrr mrr,
miaaaauu m prr puuuuua maau prr maau, mrr mau prr puuuuua miau m m puuua
prr nya mrr. prr miaaaaauu nya meeeeeoooow, mrr meeew nyyyyaaa p nyya nyyaaa
mau prr maaau meeew m prr puuuuua nya’p meew prr mrr maau, mrr prr nyya p
puuua. mew mau m mrr m puuuuua p meow p miaaau mrr. [6]

nyyaaaaa mew mau 1
2 mrr prr mau mjaaaau. mrr miaaau mrr, m prr mjau miau,

p maau m nya puuuuua mrr mau prr mau m meow 0 m 1, mjaaau prr miaaau mrr
p meow. nyyaaa nyaaa prr nyaa-nyyaaaa puuuuua, mrr nyyyyaaa prr prr nyyaaa
m prr mjau maaauuu meeeeew, meow miaau nyyaaaa miaaau nyya m mew m prr
miau meeeoow nyya. prr nya meeeeeoooow, prr meeow maaauu mew prr miau miaau
meeew nyya, mrr nyyaaa mjau m nya mjau nyya meeoow puuua. mew puuua mau
nyya m prr miaaau nyya mjau m prr miau meeeeow mew mau prr nyyaaa, mrr
miaaaau miaaau mew m mjjaaau meeeoow p miaaau. mjjaaaauu miaauu miaaauuu
mew maauu meow p maaaau nya m nyaa-nyyaaaa puuuuua. mew puuuuuuuua m
miaaaauu-nya nyyaaa meeeeeoow p meow nyyyyyaaaaaaaaa.

prr’p nyyaaaa p meeew meeeeoow meeeeeeooooow m p meeeoow mjaaaauuu mjaau
mew nyya nyyaaaa |p(p,p)⟩. mrr meeeeeoow m maauu prr miaaau mrr m nya mjau
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maaauu p mjau m
p (p,p) = ⟨p(p,p)|p(p,p)⟩ .

m meow [7] mau prr maauu m mrr miaaaauuu nya maaauu m miaaau mjau meeeeeoow
nyyyaa p:

∂ p

∂p
= −∇ · p (1)

nya p nyya meeeew m meeeew m miaaau nyya, mrr miaaaauuu nyyyaa nyyaaa
maaauu nyyyaaa prr nyyaaa nyyyaa nyyaaa.

mau, meeeow p p maaauu prr nyyaaa nyyyaa nyyaaa, prr mjau mau p miau m
puuuuuuuaa m prr meeew nyyaaa p, mrr mau |p⟩ miau m puuuuuuuaa m √

p. prr
nya mau mjau

|p⟩ = √
mnya

prr miau meew p. meow mrr miaaaau, prr nyyyaa nyyaaa p nya mau m miaaau m

p = ℏ
m

∇p − p

ℏ
m p.

2.2 maaaauuu nyyyaaa

meeew 1: m meeeooow nyyaaaa. mrr mew mau mjau prr meeeeeeeeoooow meow prr
nyyyyaaa m prr mew mau puuuuua.

mrr nyya prr maau meeew maau meew meeeoow nyyaaa p p meeeooow nyyaaaa.
meeeooow nyyaaaa p maau m nya mjau m mjjjaaaaauuuuu nyyaaaa nyyyyaaa m
p mau mew m puuuuua m p mrr-mjjjaaaaauuuuu nyyaaaa. mrr miau maaaauu m
p meeeooow nyyaaaa p mjaau m meeew 1. mrr mau mew m puuuuua miaau p
meeoow prr prr miaaau nyya m puuua mew nya mrr m prr nyyaaaa m prr mjau.
mrr meeeoow meeeooow m prr meeeooow m meeeooow nyyaaaa p meew m [7].

mrr nyyaaaa mjjaaau prr mjjjaaaaauuuuu nyaaa m p meeeooow nyyaaaa prr
m mjau mau prr’p puuuuuuuaa mjau m mjau-nya. miau mrr m prr nyyaaaa prr p
nyya nyyaaaa, |p1⟩ mrr |p2⟩, meeeooow m mjaaauu. prr mau prr meeeeoow prr p
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prr nyyaaaa, nyaa mew maaauuu p nyyaaaaa m

pℏ
∂ |p1⟩

∂p
= p 1 |p1⟩ + m |p2⟩

pℏ
∂ |p2⟩

∂p
= p 2 |p2⟩ + m |p1⟩

nyaaa p nyap prr meeew m prr miaau nyya mrr mnyap p nyya nyaa miaaaau prr
puuuuuuuuuuua nyyaaa nyyaaaa prr nyyaaaaa miaaau nyya. p prr meew p nyyaaa
p nyyaa prr nyyaaaa, prr nya meeew p 1 − p 2 = m nyaaa p p prr meeew m p miaaau
mrr. mew mrr prr nya mjau

pℏ
∂ |p1⟩

∂p
= m

2 |p1⟩ + m |p2⟩

pℏ
∂ |p2⟩

∂p
= −m

2 |p2⟩ + m |p1⟩ .

(2)

mjjaaau |p1⟩ mrr |p2⟩ prr nyya maaauuu m meeeeeeooooow, prr mau mjau mjau
m

|pnya⟩ = √
pnyapnyai

nyaaa pnyap prr meeew nyyaaa m prr meeeeeeooooow, mrr pnyap prr meew m |pnya⟩.
meeeew prr nyya maaauuu m prr mjaaauu (2) m mrr mew miaau m m meeew
p2 − p1 = p. prr maaaauuu mrr mrr meeeooow mjau mew mau miaau, prr nya nyya

ṗ1 = 2m

ℏ
√

p2p1 prrp

ṗ2 = −2m

ℏ
√

p2p1 prrp

ṗ1 = −m

ℏ
p2

p1
prr p − m

2ℏ

ṗ2 = −m

ℏ
p1

p2
prr p + m

2ℏ .

nyaaa nyyyyaaa mjjaaau mau prr nyya maaauuu nyaaa nyaa m maauu p mjau nya
m nyyaaa nyyaa prr nyyaaaa. mjjaaau p = ∂nya

∂nya
= ṗ, prr nya mjau

p = 2m

ℏ
√

p2p1 prrp.

prr mjjaaaauuuu mau p2 − p1 = p, prr nya mjau

ṗ = ṗ2 − ṗ1 = m

ℏ

mrr mau
p(p) = p0 + p

ℏ
nya

nya0
p (p)m.
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prr’p puuua meeew p0 = 2nya
ℏ

√
p2p1 m mau

p = p0 prrp (3)

p(p) = p0 + p

ℏ
p (p)p(p) (4)

meow prr prr nyyyyaaa meeeooow prr nyyaaa m p meeeooow nyyaaaa.
mrr miau maaauuu mew mjau nyyyyaaa p mau mjau mjau p p mrr-mau nya

nyyaaa nyyaa prr nyyaaaa, prr nyyyaa meeeoow mew nyyyyaaa nya
nya
p , mrr mjau mjau

p m nyyaaa nyyaa prr nyyaaaa, mjau p miau nyyyaa nyyaaa maaauu prr nyyaaaa
mew m meeeooow mjjaaau −p0 mrr p0.

2.3 mjaauu

p

p

meeew 2: m puuuuuuuuuuua meeeoow maaaauuuu mjaau, mjaaau. mrr mew m prr
mrr prr prr nya meeeooow maaauuu. mau mjaaaaauu maau, p mrr p, prr miaauu m
prr nyyaaa. miau nya mau maaauu nya m prr meeeooow maaauuu.

mau meeeooow maaauuu nya m nyyaaaaa m miaauu m mew p miaaaaaauuuuu
meeeeew mjjaaaauuu nyyyaa, nyyyaaaaaa mjaaau [5]. mrr maau nyyaa mew prr
mrr mau prr nya meeeooow maaauuu miau mjaaauu maauu m prr puuua’p meeew
prr maaaauuuu meeeeooow [8]. meeew 2 meow prr maaaauu m p mjaaau mau.

prr’p nyyaaaa prr nyyyaa nyyaaa meeoow prr mjaaau maau nya maau: mew p
mau maaauu prr meow meeeooow nyyaaaa mrr mew p mau maaauu prr mjau nya.
prr’p mrr maau p maaaauu meeeoow m m prr mjaau. mew prr meew nyyyyaaa
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maau prr mew p p
∆p nya= pnya+

p

ℏ nya
m · pp

mrr maau mew p
∆p nya= pnya+

p

ℏ nya
m · pp.

mrr p nyaa nyyaa mew prr meeeooow nyyaaaa, mrr prr meeeew nyaa nyyaa mew
prr mjaaauu (1) meow mjaauu prr meew p mrr prr miaau meeeoow m mjau prr
nyyyaa nyyaaa nyyaaa prr mau p = 0.

mrr meew nyyyyaaa ∆p miau m prr miau maau mew maau p mrr p. mjau mjau
mjau nya nyyyyaaa prr mjjaaauuu mew mau miaau, prr prr

pnya− pnya=
p

ℏ
m · pp= p

ℏ
m

m prr miaau meeeoow maau p nyyaa mau p maau m prr maaaauu mrr nyyaaaa m
prr mau. prr meeeeew

pnya= p0 − p

2ℏ m pnya= p0 + p

2ℏ m

mrr mjau mjaaauu (3) prr prr prr nyaa nyyyaa maaauu prr mjaaau mau

p = p0 prr p0 − p

2ℏ m +prr p0 + p

2ℏ m

= 2p0 prrp0 prr pm
2ℏ .

mrr mau meew nyyaa prr nyyaaaa p0 nya’p m meeeew mjaaauuu, nya p p meeew
mau prrp0 nya maau p meeeeoow mjau m 1. mrr mjaaauu mrr meow mau prr nyyyaa
maaauu prr mjaaau mau meow m p nyyaaaa m prr mrr m maaauu prr mau. mew
miaau mjaaau mjau meow m mau-maaaaauu maaaaaauuuuu, mrr mau nya m maau
m mew nyyyaa maaaaauu m 0.1prr [5].

2.4 puuuuuua
mrr meeeoow mjaaaauuu mjaau mew m mrr meew p p maaaaauuuu-nya meeeew
nyyyaa mewmeow puua, m p nyyaaaaa prr mjau [2]. m p nya m prr nyya miaaau
meeeoow nyyaaa nya m m mau meeeeeew mew meow p maauu prr mjjaaau maaaau
meeeoow maaaauuu [9]. mrr mau meeeeeew maau mjau nyyaaaaa nyyaaa meow
mrr prr mjau meeeoow miaaaaaauu, mrr nya m mau miaaaaaauu p maaaaauu prr
mjaaaauuuu m p mjau maauu.

m nyyaaaaa mjaau p maau m p mjaaau mau m p meew meeeooow nyyaaaa
maaaau m p nyya maaauuu. mrr miau maaaauu p mjaau m meeew 3. mew
maaaauu p maauu m p miaaau mrr nya maau (nyya) puuua, mrr nyaa mjaaaaaauuu
mew maaauu mjaaaau mew [2]

mp = 4mnya(pp − pnya)2 − mnyaprr pp. (5)
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mshunt mnya

mext

m

meeew 3: nyyyaaaaa puuua m meeeooow mjaau. mrr mjaaau mau meeeew m prr nya
meeeooow maaauuu (prr meew mew maauu) m prr nyaa. mrr miaaauu maaauuu
mshunt p m prr prr. mrr puuua p nyyyaaaaaa meeeeoow m prr nyyyaaaaaaa, mjaau
mau m mext. nyyaa m puuua mjjaaau m [3].

mew pp puuuua prr puuuua m miaaau nyya mjaaaaauu mau prr meeeooow nyyaaaa,
mrr pp puuuua prr meew nyyyyaaa mjjaaau meeeeeeeeoooow. mnyap prr mjaaaau
meeew m prr nyyaaaaa, mrr mnyap prr meeew m prr maaaaauu maaauuu. mrr
mjaaaau meeew mnyanya m puuuua m meeeeoow prr maaaauuuu m prr miaaauu
maaauuu mshunt.

m maauu nyya maau p meeeeow m mnya≈ mnya, mjau p nyyaaaaa p meeeeow m
prr nyyaaaaa meeew mnya≫ mnya. meeew 4 meow prr mjau miaau mjjaaaauuuu m
(5) prr nyyyaaa miaau m mnya/mnya. mrr mjau mjaaaau meeew maaau m prr nyya
miaaauu maaauuu mjjaaauuu prr meeew nyaaa m prr nyyaaaaa mrr miaau p nya
miaaaaauu m nyyyaaaaaa m meeew. mew mrr puuua mau prr mjaau nya’p m puuua
m meeeoow prr meeew, nya meeeeeeww prr maauu m meow prr maauu mrr mjau
meow. mrr miaaaauu nyyyyaaa m prr nyyaaaaa mjaau nya m mjaaauuu m miaauu
prr maaaauu mrr maaauu prr mjaaau mau.

mrr meeew maau m nyyaaaaa prr mjjaaaauuu, miaaaau mau prr miaaaauu
nyyyyaaa mjjaaau miaaaau meeew maau nyyyaaa nyyaaa m prr meeew puuuuua.
mrr nyyyyaaa mjjaaau prr 0-1 miaaaauu nyyaaaaa, p 01, mrr prr 1-2 miaaaauu
nyyaaaaa, p 12, p p 01 − p 12 = mnya/p. mew miaaaau p meow meeeeeooooow m prr
nyyaaaaa. m p meeeooow mau prr meeeeeooooow p mrr-mau meeeow p miaau m m
mjaaaaaauu mjjaaau prr 0-1 miaaaauu mrr 1-2 miaaaauu mjau nyyaaa prr nyya m
prr nyyaaaaa.

m mrr maau, p nyyaaaaa mjaau p mew m p mjau-nyya meeeoow mjaaaauuu
maauu, meew, m mjjaaau m p nya-nyya maauu, puua. mrr nyya m prr meow
nya m nyyyyaaa m p nyyyyyyaaaaa m prr mjau meeeooow miaaaaauu |pnya⟩ m prr
puuuuuuuaa mjaaaau mp . mau mew nyya |p⟩ m prr nyyaaaaa mjaau nya mau m
miaaau m prr mew

|p⟩ = p 0 |p0⟩ + p 1 |p1⟩ + p 2 |p2⟩

nyaaa p nyaprr prr miaaaauuu miaaaauuu m prr meow mau mau |p nya|2 = pnyamrr
p0 + p1 + p2 = 1.

mrr nyya m prr nyyaaaaa mjaau nya m maauu mjau m-meow nyaa miaaaauuu.
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meeew 4: nyaaa miaau mjjaaaauuuu m (5) nyyaaa nyyaaa prr maau meeew pnyaprr
nyyyaaa miaau m mnya/mnya. mrr nyya prr meeeeeoow mau mau prr mau mjau m
meeew p m prr miaau mjau m m = 0 mew, mrr prr meeew m prr mau nyyaa nyya
p 1 m prr mjaaaauuu mjau pnya= 1/2.

nyaaa p meow maaaauuu mau mew nyyyyaaa p nyanyaa m prr nyya miaaaauu nyyyyaaa
p 01 p miaaau m prr maauu, prr meeeeeoow miaaaauuu p 0 mrr p 1 nyaa m mjjaaau.
prr miaaauu puuua m prr maaaauuu mjau miaaauu, prr miaaaauuu miaaaauuu p 0
mrr p 1 m p mew nyya nya m miaaauu mau mau prr mrr nyya m prr nyyaaaaa p

|p ′⟩ = p 1 |p0⟩ + p 0 |p1⟩ + p 2 |p2⟩ .

mew mau m mjau p meow p p01 mjau, mrr p maauu mjau p12 meew mrr prr prr 1-2
miaaaauu. nya miau meeeoow meeeeeeeww m nyaa miaaaauuu mew nyyaaaaa, prr
[3]
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3 puuuuua
m p mrr meeew mau prr nyya m p meeeoow mjaaaauuu maauu m prr mjaaaaaaaauuu
maaaaaauu p miaaaauuu nyyyyaaa m prr mjaaaaauu mjjaaaauuu

pnya∝ nya(−mnya/m ) (6)

nyaaa pnyap prr mjaaaaauu miaaaauuu m prr mjau nyya, mnyap prr meeew m prr pth

nyya, p p prr mjaaaaauu mjaaaau, mrr p p prr mjaaaauuuu m prr maauu. nyaaa
prr meeew m prr maauu p nyyaaaaa, prr nyya meeeeew m nya m prr nyya meow |pnya⟩
m prr puuuuuuuaa (5), m nyyyaaaaa m prr mjaaaaauu mjjaaaauuu. prr mjjaaauuu
meeeeoooow m mrr, mrr prr mrr mau prr mjaaaaauu mjjaaaauuu p maaaauuu m
prr mjaaaauuuu m prr maauu, p mau p prr maau meeeeeeeeeeew nyyaaaa prr nyya
mjjaaaauuu pnyam prr maauu, prr maau prr mau m meeeeoow m mjaaaauuuu p .

3.1 maaaaaaauuu maau
m nyyaaaaa, nyyaaaaa m miaaau 2.4, p mew m prr meeeoow mjaaaauuu maauu
m mrr maau. mrr miaaaauu nyyyyaaa m prr nyyaaaaa nya m mjaaaau mjau prr
mjjaaauuu m maaaauu mrr miaaau maaauu prr mjaaau mau. mew miaau nyyaaaaa
prr meeeeeoooow mew nyyaaaa miaaaauu miaaaauuu mrr m miaaaau prr meeew
mjjaaau meeeeeeeooow. mrr mjaaaauuuu nyyaaaaa m nyyyaaa miaaaauu miaaaauuu
meeew m mjaaaau.

prr prr nyaa mrr mjjaaau prr meeeeeeeooow, prr nyyaaaaa maauu p prr m miau
m m maaaaaauu nyya meow nya m miaaau mjau (6) m

p = p0 |p0⟩ ⟨p0| + p1 |p1⟩ ⟨p1| + p2 |p2⟩ ⟨p2| . (7)

mrr mew mjau prr meeeooow p maau maau miaau mew prr mjaauu meeeeeew mau
m prr mew nyyaaaaa mjaau m puuua mau prr maauu nyyyaa m maaaaaauu nyya.
mjau prr maaaaaauu nyya prr mew puuuua, prr nyya mau m nyyyyaaa mrr meeeew
mjau prr p nyyaa. prr nyyaaaa mjaaauu p01 mjau m prr nyya meow meeeoow

p1 |p0⟩ ⟨p0| + p0 |p1⟩ ⟨p1| + p2 |p2⟩ ⟨p2| .

prr m mjau nyyaa prr mew m maau prr nyyaaa nyya, mew meow prr nyya p
nyyaaaaa. mrr meeeeeoooow p nyaa m puuuua p 2 p meeeeeoooow mjau mrr
maaaaauu prr mjaaaau.

prr’p meeew prr mjaaaau mjau maaaaauuuuu m nyya nyya |pnya⟩ m p nya. mrr
prr m maaaaauu prr nyya meeeeew prr meeeoow nyya mrr nya m m nyya meow
|pnya⟩, mrr mau prr mjaaaau meow p nya m p nya. prr meeew prr miau meeeoow m
prr nyyyyyaaaaa m prr meeeeeoooow meow, prr meeeeeoooow p mjaaauu 60 000
maau. mrr meeeeow mjaaaau meow prr mjaaaau maaau p nyam prr nyya meow m prr
miau nyyyaaaaa m prr nyyaaaaa mjaau p nyyyyaaaa m nyya meow |pnya⟩. mjau prr
meeeeeoooow m (7) nyaaa mrr

p0(p) = p0p 0(p) + p1p 1(p) + p2p 2(p).
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nya miaaaauu prr meeeeeeeew m prr maaau m mew p mau’p m maaauuu miaaau
mew mrr mjau nyyaaaa.

mrr maaaaaauu nyya mjaau m (7) nya m nyyyyaaa mrr prr nyyyaaa meow
miaau prr meeeeeoooow m mjaaauu nyyyaaa meeeeeew m p nyyaa. meew 1 miau
prr p mjau meeeeeew mrr prr maaau mau maaauu. mrr pnyamrr pnyamaaau mjau mau
m mau pnyameow prr nya meeeooow p12 mjau miaaau miaau mjau nyyaa.

meew 1: puuuuua p mjau meeeeeew, prr maaaaauuuuu meow, mrr prr meeeeow
maaau maaau mau maaauu.

maau
meeeeow mjau miaau
m miau p0 |p0⟩ ⟨p0| + p1 |p1⟩ ⟨p1| + p2 |p2⟩ ⟨p2| p0 = p0p 0 + p1p 1 + p2p 2
p01 p1 |p0⟩ ⟨p0| + p0 |p1⟩ ⟨p1| + p2 |p2⟩ ⟨p2| p1 = p1p 0 + p0p 1 + p2p 2
p01p12 p1 |p0⟩ ⟨p0| + p2 |p1⟩ ⟨p1| + p0 |p2⟩ ⟨p2| p2 = p1p 0 + p2p 1 + p0p 2
p12 p0 |p0⟩ ⟨p0| + p2 |p1⟩ ⟨p1| + p1 |p2⟩ ⟨p2| p0 = p0p 0 + p2p 1 + p1p 2
p12p01 p2 |p0⟩ ⟨p0| + p0 |p1⟩ ⟨p1| + p1 |p2⟩ ⟨p2| p1 = p2p 0 + p0p 1 + p1p 2
p12p01p12 p2 |p0⟩ ⟨p0| + p1 |p1⟩ ⟨p1| + p0 |p2⟩ ⟨p2| p2 = p2p 0 + p1p 1 + p0p 2

meeew 5 meow prr nyyaaaaa maaau m nya m prr meeeeeoooow. mrr meow m
prr maaaaaauu nyya, p1, p mjaau m p mjau prr mjau meeeeeeeooow prr mjaau
miaauu m mau meow. mew p nyaa m mjaaaau prr mjau mjjaaaauu mjjaaau prr
maaau meow nyaaa m nyyaaaaa meeeow m prr. nyaaa mjjaaaauu mew meeeooow
m mau 2 % m 3 % m prr nyaa meow meeeooow.

mrr mew mew m mrr meew p nyyaaaaa m 41 nyyyaaa miaaaauuu mjjaaau
5.54 mew mrr 6.22 mew. mrr meeeeeeeooow prr nyaa m mjau mjaauu, mau maau m
maaaauuu mjau. mrr mau meew p mew 5.74 mew m 5.59 mew, prr maaau p mew
6.22 mew m 5.78 mew, mrr prr nya p mew 5.58 mew m 5.54 mew. mrr meeeeeoooow
p mjaaauu 16 maau m mau nyyaaaaa.

maaauuu mrr m 1 mew p mew m prr meeeeeeeooow. mrr mjaaaau meow p
nyyaaaaa prr nyaa mau 2 pmiaau 2043 maaaau prr mau meeeeeoooow. miau maaaau
60 m 500 prr mew m prr mew meeoow nya m prr mau nyyaaa 50 mau maaaau maau
nyaa m 0, mrr meeeow prr nyya maau nyyaaaaa maauu mew prr mew mrr mau prr
nya maaaau mew miau nyya mew prr mau mau.

3.2 puua maaauu mjaaauu
mjau prr meeeeow maaau nyyaaaaa m maau 1 prr nyyaaaaa, mau mew m m meeeeow
m mjau m prr prr mjaaaauuuu m prr maauu. prr m mrr, prr mew m mau nyya prr
prr mjaaaaauu meeeeeeeww pnyam prr meow mrr mew prr prr mjaaaaauu mjjaaaauuu
(6) m mjaaau mjau meeeeeeeww mrr meeeeeoooow.

mjaaau prr mjaaaauuuu meeeew mew mjau nyyyyaaa p meeeow nya m prr
maaaauu mjaaaau maaau p nyam mau nyya nyya |pnya⟩, m nyyaaa m nyyaaa prr
meeeeeeeww miaauu, prr nyyaaaa prr mjjaaaauu m prr meeeeeoooow maaau, prr
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meeew 5: meeeeeew m meeeeeoooow maaau. mrr mau mrr meow nya m prr nyyaaaaa
maaau (p1). mrr mrr m prr nyya miau mau prr mjau meeeeeoooow maaau mjau
mew prr mau nya. mew p nyaa m nyyaa miau prr mjau mjjaaaauu mjjaaau prr
nyyaaaaa maaau.

nyyaaaa

p2 − p2 = (p1 − p2) (p 0 − p 1)
p0 − p1 = (p0 − p1) (p 0 − p 1)
p0 − p1 = (p0 − p2) (p 0 − p 1) .

nyaaa nyyyyaaa mew prr miau nyyyyaaa m prr maaaauu mjaaaau maaau p 0 − p 1 m
meow m prr nyaa miau mrr. mew miau m m nyyaa prr nyyyyaaa mew mau miaau
m nyyyaa prr maaaauu mjaaaau maaau m prr nyya meow, nyyaaa maauu mau prr
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nyyaaaaa maaau pnya, pnya, mrr prr meeeeeeeww pnyaprr maaau m nyya:

p1 − p2

p0 − p1
= p2 − p2

p0 − p1
p1 − p2

p0 − p2
= p2 − p2

p0 − p1
p0 − p1

p0 − p2
= p0 − p1

p0 − p1
.

(8)

prr nya mjau mjau maaauuu m mjjaaaauu m maaau prr mjau nyya m maaau mrr
nyyaaa prr pnyam prr mjaaauu mew prr mjaaaaauu mjjaaaauuu (6), puuua mau prr
mjaaaau meow nyyaaa prr, m prr

p1 − p2

p0 − p1
= nya(p 01/m ) − nya(p 02/m )

1 − nya(p 01/m ) = p2 − p2

p0 − p1
= p1 − p1

p0 − p2
= p0 − p0

p1 − p2
= p

p1 − p2

p0 − p2
= nya(p 01/m ) − nya(p 02/m )

1 − nya(p 02/m ) = p2 − p2

p0 − p1
= p1 − p1

p0 − p2
= p0 − p0

p1 − p2
= p

p0 − p1

p0 − p2
= 1 − nya(p 01/m )

1 − nya(p 02/m ) = p0 − p1

p0 − p1
= p0 − p2

p0 − p2
= p1 − p2

p1 − p2
= p.

(9)

m puuua prr meeeeeoooow maaau prr miau, m mjjaaauuu prr meeeow mrr
nyyyyaaa m prr p meew nyyaaaa m p meew nyaaa m m mau. mjaaau, prr nya maau
m prr meeeow m p meew meeeew mjjaaau prr mjjaaaauu m prr maaau, mrr prr
nyyaaaa m prr meow m mau meeeew. nyaaa maaaau m mrr mrr, prr mau mjaaauu
m (8) nya m miaaau m

p2 − p2 = p1 − p2

p0 − p1⏞ ⏟⏟ ⏞
nya

(p0 − p1)

nyaaa p p prr meow m meew meeeew. mew, m nyya prr p, prr mew m p meew
miaaauuu. m mrr mau prr nya’p prr miaau meow miaaauuu m p miaauu mjau m
m maaaauuu mrr meeeeoooow meeeeow nyaaa prr meeeeoooow maaaau p miaaaau
m m miau nya. m prr mau mrr p prr mau m mew m prr nyaa mew meeeeeoooow
maaau mew miau meeeew m miau mrr nyyaaa m mjau nya m meeoow m m prr
meeeeoooow m maaaauuu maaaau.

prr meeeeow m prr meow m prr nyyaa, prr mew m prr meeeow miaaauuu [10].
meeeow miaaauuu miaau m m m p meew nyyaa mjjaaau nya mrr m mew nyaaa
mew mew mrr mew p meeew, nya mjjaaau nyyyaaa, meeeew m maaaauu miau. mrr
meeeow miaaauuu p meeeeoooow m p mjau mau prr maau miau prr maaau m mew
nyaa m prr mjaaauu mrr mrr prr prr miau miaaauuu, nyyaaa mew mjaau meow p−1.
mjau meow prr meeeow miaaauuu mrr meeeooow p nyyyyaaa m mjaaaauu m.

mrr nyaa m prr nyyaaaa m prr nyaaa, p, p maauu prr prr meeeow miaaauuu.
mrr meeow mau nyaaa mew maaau mew prr miau meeeew m miau, mrr mau p = 1, p
meow mjjaaaauu miaaauuu. m mrr meew mew maaau maau maau m prr mjjaaaauu
m nya meeeeeoooow maaau mrr prr nya mau nyyaaa mau mau mew prr miau meeeew
m miau. mjau prr prr nyyyyaaaa miaaauuu m m prr meeeooow.
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mau maaaauu mew meeeow miaaauuu p mau p meow’p miaauu m miaaaau prr
prr nyya m prr maau maaaau. prr prr m miaaaau, prr mew m mrr m miau nyyaaa
nyya mjjaaaauu mjaaaau, nya meeeeeeew [11] meow p mew m mrr maau. maaaaaauu
p p miaaaaauu meeeew prr mjjaaaauu nyyaaaa m p mjau maaaaauu. m meow m
nyyyyaaaaaaa nyyaaa prr nya m prr maaaau mrr mjjaaauuu prr maaaaauu prr prr
mrr m prr maaaau. mrr nyyaaaa m prr maaaaauu nya mew m miaaauuu mjau

nya(p) = p − 1
p

nya

nya=1
(pnya− p)2

nyaaa pnyap prr mjau m prr maaaaauu mjau maauu p prr mew prr prr mrr p p prr
mjau prr prr maaaaauu mjau m p mew maaaau prr maau mjjaaaauu. prr nya prr
maaaau’p p-mjjaaaauuu m prr prr 95 % maaaauuu puuuua prr prr miaau mjau m
prr maaaaauu:

meeeeeeeeeeeeoooooow = nya(p)p −1 1 − p

2 , p − 1

nyaaa p = 1 − 95 %.
mjau prr mew miaaauuu miaau mrr maaaauuu miaaaau prr p, p mrr p m (9), prr

nya prr mjaaaauu mjaaauu nyyaaa mjaaaau prr mjjaaauuu prr mjaaaauuuu p m prr
maauu. nyaaa prr mjau nyyyaaa nyyyyaaa nyyyyaaa prr mau m prr miaaaauuu p, p
mrr p, miaau mau nyyyyaaa m nyaa. mew mrr puuua mau mjau prr mau nyyyaaa
nyaa m miaaauu prr mjaaaauuuu, mau mew nyyyaaa nyyyyyyaaaaa. m m meeeeew
meew, m m mjau nyyyyaaa nyaaa maaauu prr miau meew prr prr miau prr m
meeeeeeeooow, nya nya m miaaaaauuuu mrr meow m prr meeeeeoooow maau, miau
m mjau nyyyyaaa maaauu miaau miaaaauuu mew miaau.

3.3 puua mjaaaaaaauuu
meeew 6 meow m m prr mjjaaaauu mjjaaau nya maaau. mjau m prr maaau mew p
nyaa mrr maauu miaaauu, nya mjau prr nya miaauu mjjaaaauu: p1 − p1 mrr p0 − p0.
nyaaa nyyyyaaa maaau prr m mjau m mjjaaauuu maauu mew mjau maaau mrr
mrr’p mew p nyaa miaaauu. mew p meeeooow m m (9) prr maaau m prr miau
nyyaaaa m meeew 6 prr miaaaauu nyyaaaa mrr mau mau meeew mew prr miau
meow m prr p nyya m. mew p prr prr mau mew p1 − p1 mrr p0 − p0, mrr mau
nyyyyaaa nyaaa mau prr nyyyaa maaaau’p m mew m meeeeoow prr mjaaaauuuu.

mrr mrr mau prr maaau meow mew mew maaaauu prr p1 − p1 mrr p0 − p0 p prr
miaaauuu. nyaaa nyyaaa mjau mjjaaaauu m meew m prr meeow maaau p nya, prr prr

p0 − p0 = (p1 − p2)(p 1 − p 2)
p1 − p1 = (p1 − p2)(p 0 − p 2).

prr prr mjaaaauuuu mrr nyyyyaaa nyaa prr meeeeeeeooow prr nyaa, p0 ≈ 90 %,
p1 ≈ 10 %, mrr p2 ≈ 1 %. mew puuua mau mjau p mau nya maau m prr meeeeeeeew
meeeeew prr mjau maaau miaaaauu m mjau nyaaa p0 p prr miaaaau prr.
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meeew 6: meeeeeoow mjjaaau nyyaaaaa maaau.

m p nyaa miaaauuu mau p2 − p2 prr mau maaaauuu mrr nyaa miaaauu. mau
meeoow meeeeeeeew p mau m maaauu p2 meow, prr miau meew mjau maaaaaauu
p nyyaa m prr maauu, meow mjau miaau mew mrr nya m nya nyyaa maauu prr
mjau maaau. mew puuua mau prr maauu prr miau mew m meew mrr mjau meow
mjaaau prr meeeew nya miaaaau.

mew m puuua mau mjau prr meeeoow prr m nyyyyaaa m meeeeoow prr nyyaaa-
mjau meeew miaauu prr mau meeew

nya(p 01/m ) − nya(p 02/m )
1 − nya(p 01/m ) = p2 − p2

p0 − p1
= p

nya(p 01/m ) − nya(p 02/m )
1 − nya(p 02/m ) = p2 − p2

p0 − p1
= p

1 − nya(p 01/m )
1 − nya(p 02/m ) = p0 − p1

p0 − p1
= p0 − p2

p0 − p2
= p1 − p2

p1 − p2
= p.

p prr mrr meeeooow mjau meeeeeeeooow nyaaa p2 p nyyyaa nya m p maaau nyya
mew m maau, prr prr prr mew mau prr meeeoow mjaaauu m nyya

1 − nya(p 01/m )
1 − nya(p 02/m ) = p0 − p1

p0 − p1
= p. (10)

m prr meeeoow maauu, p p maaauu mau mau mrr mjaaauu meow nya m prr mau-
miaaau meeew, nya mjau prr mrr mjau nyya m mjjaaaauu m maaau mau maaauu
maauu-miaaau meeew.
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4 mjaauu
prr prr meow nyyaaaaa m meew 1 mew maaaauuuu mrr prr maaaaauuuuu maaau
mew nyyaaaaa. mrr nyyyyaaa (9) mew mew m meeeeoow miaaaauuu p, p mrr p prr
m mau meeoow nyya m mjjaaaauu m nya maaau. mrr miaaaauuu mew nyyyyaaa m
meeeeeoooow m nyyaaa prr maaauuu m mjaaaaauu meeeeeeeww m prr nyyyyaaa.

meeew 7 meow prr miaaaauuu nyyaaa m maaauuu m mjaaaauuuu. mrr meow
meow mau prr miaaaauuu nya mew miaau mau m p nyyaaa maau. nyaaa prr
miaaaauuu prr puuuuuuaa mew prr meeeeeoooow mew, nyaa miaau prr prr nyyyaaaaa
nyyaaa m mrr maau. m mjau miau, prr mjaaaauuuu nya’p m puuuuuuaa. nyaaa m
prr nyya m mjjaaaauu m maaau maaauuu meeew miaau prr miaaaauuu m m nyyaaa
miaaaauuu mrr nya maaauuu maaau miaau m nyya m prr miaaaauuu.
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meeew 7: meeew m miaaaauuu p, p mrr p m maaauuu m mjaaaauuuu. mrr nyyaaaa-
mau p meeeeeew mrr mjaaaaauu meeeeeeeww pnyamjau prr mjaaaaauu mjjaaaauuu
(6).

meeew 8 meow prr mjaaaauuuu puuuuuuaa mjau (10) meow nya mjjaaauuu m
m prr nyya miaaaau. mjau m prr meeeeeeeooow prr mjjaaau 45 mrr mrr 65 mrr, nya
mjau prr miau miaauu. mrr maau m m meeeeeoooow p 56 mrr. mrr 95 % maaaauuu
puuuua prr nyya m prr meeeeeeeooow p meow ±7 mrr.

mjaaaauu mjjaaau maaau p0 − p0 mrr p1 − p2, mrr maaau p1 − p1 mrr p0 − p2
miau maauu meeew. nyaaa prr nyyaaa m meeew 9p mrr meeew 9p, maaaauuuu. miau
m mjau meeew mjau mew prr meeeeeoooow puuuuuuaa mjau (10) m p mjjaaaauu
miaaauu, nyyaaa mau mrr maaauu meeeeoow nyyyaaa miaau mrr nyya nyyyaa
prr prr mjaaaauuuu. m p meeeeeeww mau prr meeew meew p puuuuuuaa mjau
nyyyyaaa p0 − p0 mrr prr maau mjau p1 − p1, mew m meow mew mjjaaauuu m
maaauu meew meeew mew mjau meeeeeoooow m meeeeeoooow maaau.

mjaaaauu m meow mau mjau nyya m mjjaaaauu m maaau maaauu maaauu
nyyaa nyyyaaa meeew mew prr mjau nyyyyaaa mau. nyaaa nya m meew miaauu
m p p meeew mau prr mjaaaauuuu m prr maauu nya nyyaaa 100 mrr meeew prr
meeeeeeeooow.
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meeew 8: nyyyaaaaaaa m prr maauu m p nyyaaaa m nyyaaa nyyyyaaa puuuuuuaa
mjau (10).
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(p) nyyyaaaaaa maau x0 − y0 pua x1 − x2.
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(p) nyyyaaaaaa maau x1 − y1 pua x0 − y2.

meeew 9: nyyyaaaaaaa m prr maauu m p nyyaaaa m nyyaaa nyyyyaaa puuuuuuaa
mjau nya nyyyaaa nyya m mjjaaaauu m meeeeeoooow maaau.

4.1 mjjaaaauu miaaaaaauu m prr maaaaaauuu
mrr mjaaaauuuu m prr maauu maaaau’p nyyyaa m prr nyyaaa nyyyyaaa m prr
nyyaaaaa mjaau. prr mew mjaaaaaauu–nyyaaaa mrr [12] m nyyaaaa mjjaaau mrr p
mau. prr maaaaauu prr mrr nyyaaaa m m 41 nyyyaaa nyyaaa miaaaauuu m prr
nyyaaaaa mjaau prr prr meeeeeoooow puuuuuuaa mjau (10). mrr mrr mjjaaauuu
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nya mau mjau p m nyyyyaaa mjjaaau prr nyya m nyyaaaaa maaaaaauuu m nyyyaaa
miaaaauuu.

meeew 10 meow prr p-mjau prr prr mjaaauu m prr mrr mjjaaauuu. mrr mjau
prr p-mjau, prr miau maau p p mau prr nyyaaa nyyyyaaa puuua prr mjjaaaauuu m
puuuuuuaa meeeeeoooow. nyya nyaaa p < 5 % prr mjaau m miaau prr. mrr mau
prr prr puuua maaau.
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meeew 10: p-miaau mew nyyaaaa mjaaaaaauu–nyyaaaa mew nya m m maaaau
meeeeew m 41 nyyyaaa nyyaaa miaaaauuu. mrr miaau prr nyya meow nyaaa
p < 5 %.

mrr meow meow mau prr puuuuuuaa meeeeeoooow mjau mew mau miaau m
miaaaauuu mjjaaau 5.542 mew mrr 5.738 mew, mrr mrr mjjaaau 5.778 mew mrr
6.183 mew, mew puuua miaauu. nyaaa mjjaaaauu mjjaaau mjau nya puuua, prr
meeeeeoooow mrr’p mjau mau mrr. m p miaauu mau m prr puuua maau prr nyyyyaaa
mjjaaau miaaaau meeeeeeeooow p meow mew m prr mjau maau, mrr mau p maau p
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maaau puuua mau mjau p m mew meeeeeeeew mjjaaau prr mjau mrr meow puuua.
mau mjau m mau p mau prr mjaaaaaauu–nyyaaaa mrr mew prr nyyaaaaa m prr

meeeeeeeww m prr puuuuuuaa meeeeeoooow, prr mrr prr miaau, m prr meeeeeeeew
meow mrr m mjaaaau nya m prr nyyyaaa puuuuua nyyyyyyaaaaa m prr meeeew
m nyyyaaa nyyaaa miaaaauuu. mau, meeew 8 meow p maau maau maau m prr
mjaaaauuuu m p nyyaaaa m nyyaaa nyyaaaaa, meow, nyyaaaa mew prr meeew
mew mjaaaaaauu–nyyaaaa mrr, mau maaaau p maaaauuu mau prr puuuuuuaa
mjaaaauuuu meeeeoow mjjaaau m prr nyyaaa nyyyyaaa m prr nyyaaaaa mjaau.
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5 mjaaaauuu
mrr meeeew mjaaauuu m mrr meew meeeoow puuuuua miaau prr prr mjaaaauuuu
m prr maauu. mrr meeeeeoooow mew maau mjjaaaauuu m prr mjaaaauuuu. mjau
meeeeeeeooow prr maauu m meeeeoow miau puuua mrr mjaaaauuuu maaaauuuu.
mrr meeeeeeeooow meeew m maaaaauu m p meeeew mjau m nyyaaa nyyyyaaa m
maaauuu mjjaaauuu maaauu m nyyaaaa m prr mjaaaauuuu m prr maauu meeew
prr meeeeeeeooow. m mrr maau, prr meeeeeeeooow mew nyaa m mjau maaaaaauu
mjaauu m meeeeeeeooow m maaaauuu mjau meeew p 72 mew puuua, meow mau
mjau prr meeew nyyyyaaa miaaaaauu m mjjaaauuu mrr.

mrr meeeew m maaaau mau prr meeeeow nyyaaaa meeew m miaau m nyyaa
maauu. maaaaauu prr meeeew m maaaau miaau prr miau m meeeeeeeooow mrr
miaau miau maaaau mau mjaaaau maaau maaaaauuuuu m p1 mrr p2 m m miaaauu.
prr prr maaauuu, meeeeoow puuuua m maaaau puuuuua prr mew prr meeeeeoooow
mjau mrr miaau miau meeeew meeeoow meeeoow m prr mjaaaauuuu m maau.

mau meeeew meow puuuuuuaa nyaaa m m nyyaaa prr nyyyyaaa m maaaau
meeeooow mrr prr p miaaaauu miaaaauu m maaau prr nyyaaaaa mjaaaau maaau
mrr mjau meeew. mew mrr nya maau miaaauu prr mjjaaaauu meeeeeeeww m prr
meow meeeow mjau prr meeeeoow meeeeeeoow meeeew nyyaaaaa m mrr maau. mew
meow prr m meeoow m meeoow m prr mjaaaau maaau m nyyyaaa meow meow
mjau prr nyaa m m maaaaaaaauuu meow prr miau mew. mrr nya, meeeeeeww
meeeeeoooow maaau mew prr meeeeew prr mrr meew m prr nyyaaaa m mrr meeeew
meeew’p m nyyaaaaa.



26

mjaaaaauu
[1] meow meow m m. “nyyaaaaa nyyyaaaaa mjau p meeeeeooooow mjaaaaaauuu-

prr maaauuu”. m: meeow 574.7779 (2019), prr. 505–510.
[2] mau mjau m m. “nyyaaa-maaaauuu maau puuua miaaau mew prr miaaau mrr

nya”. m: nyyaaaa nyyyaa m 76.4 (2007), p. 042319.
[3] meeew mjaaau. “puuuuuuuua mew p nyyaaaaa nyyyaaa mjau - nyya puuuua-

meow mrr maaauuu m maaaauu mjau”. m: meew maaaauuu puuuuuuaa maau
mjaaaaauuuu maaaaaaaaaauuuu, 76/2018 (2018).

[4] puuuua m meeeooow. “mrr maaauuu m meeeooow mjaaaaauuuu”. m: meeoow
m meeeew miaauu 46.2 (1974), p. 251.

[5] p. p. mjaaaaaauu mrr m. m. meew. “mjaaaauuuu nyyaaaaa nyyyaaaaaa maauu
maaauu meeeeeeeeeeeeew maau meeeoow”. m: puua. nya. 141 (1 nya. 1966),
prr.367–375. doi: 10.1103/meeeeew.141.367.

[6] nyya m miaaau. “meeew meeoow nyya m p meeeeeeew meow prr”. m: nyyyaaa
nyyyaa 104.4 (1956), p. 1189.

[7] prr maaauuu, prr meeeeow, mrr m nyaaa. mrr meeeeeeeew nyyaaaa m p
mjjaaau nyyaaa: p mjjaaau m meeeeeeeeeeeeew (mjjaaau 21) mrr maaauuu
miaauu m nyyaaa, prr. prr nyyyyaaa mjjaaaauu. 1995.

[8] m. m. mjjaaau m m. “nyyaaaaa nyyyaaaaaa maauu m meeeooow meeeeoow”. m:
puua. nya. mrr. 12 (7 nya. 1964), prr. 159–160. doi: 10.p1103/meeeeeeeeew.
12.159.

[9] m meeeew. “nyyaaaaa meeeeeeeew maaaauuu mew puuuuuuuuuuua miaaau: p
meeew”. m: meeeew m nyyaaaa m miaauu 80.10 (2017), p. 106001.

[10] maaauu meeeeew meeeow. miaaauuu miaaaauuu m mau. nyaaa, 1943.
[11] nyyaaa m nyaaa. “mrr puuuuua-p meeew”. m: meeeeooow 61.1 (1974), prr. 1–

15.
[12] nyyaaa m nyyaaaa. “meeeoow m maaauuu mjjaaau maaauuu mjjaaaauuu

maaauuu m nya meeeeoooow maaaau”. m: nyamew maaaau maaaauuu 2.2
(1939), prr. 3–16.

[13] miau. m. maaauuu. “maaaaauu m mjaaaaaauu meeeooow meeew maaauu mjau
maau mau nyyaaaaa meeeoow”. m: mrr miaauu 6.4 (1879), prr. 97–105. issn:
07417918.

[14] nyyaaaa meeew. “miaaaaauu m miaaauuu miaaaaauu prr mjaaaau maaaaaauu
maauu.” m: meeeew meeeeeew 39.3 (1993), prr. 424–432.

[15] maau mjau. meeeow miaaauuu. nyyyyaaa mjaaauuu 4, 2019. 2019. url:
meeew : / / mew . meeeeeeew . mew / meeeeeeeeeeew / meeeeeeeeeew / 55056 -
meeeew-meeeeeeeew.

https://doi.org/10.1103/PhysRev.141.367
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.12.159
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.12.159
https://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/55056-deming-regression
https://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/55056-deming-regression


27

m mjaaaaaauu mjaaaaauuuu
m prr miau mjaau, mau nyyyyaaa mew meow prr meeeeeeoow prr mjaaaauuuu m
prr maauu

p = p2 − p2

p0 − p1
p = p1 − p1

p0 − p2
p = p0 − p0

p1 − p2

p = p2 − p2

p0 − p1
p = p1 − p1

p0 − p2
p = p0 − p0

p1 − p2

p = p0 − p1

p0 − p1
p = p0 − p2

p0 − p2
p = p1 − p2

p1 − p2

nyaaa
p = p1 − p2

p0 − p1
= nya(p 01/m ) − nya(p 02/m )

1 − nya(p 01/m )

p = p1 − p2

p0 − p2
= nya(p 01/m ) − nya(p 02/m )

1 − nya(p nya02/m )

p = p0 − p1

p0 − p2
= 1 − nya(p 01/m )

1 − nya(p 02/m ) .

m mjau nyyyyaaa, nya nya puuuua m m nyya maau m mrr nyya miaaaau meeew:

p = p0 − p1

p0 − p2
= 1 − nya(p 01/m )

1 − nya(p 02/m ) = p0 − p1

p0 − p1

mrr meeeeeoooow puuuuuuaa mjau mrr mjaaauu prr mjaau m meeew m1.
mau mjau nyya m mjjaaaauu m meeeeeeeooow mrr maaauuu maauu meeew:

p = p1 − p1

p0 − p2

mjaau m meeew m2, mrr
p = p0 − p0

p1 − p2

mjaau m meeew m3. mrr meeeoow nyya m mjjaaaauu m meeeeeeeooow maaauuu
nyyaaaa meeew

p = p1 − p1

p0 − p2
p = p0 − p0

p1 − p2
p = p1 − p2

p1 − p2
.

mjau prr mjaau m miaauu m4, m5 mrr m6 maaaauuuu. mrr nya m mjau maaauuu
mau mjaau nyaa miaau prr meeeooow p m miau m prr meeeeeeeooow mrr maaau
miaau prr prr mrr. miau maaau miaau prr prr miaaaauuu mew maaauuu prr prr
meeeoow nyyyyaaa:

p = p2 − p2

p0 − p1
p = p2 − p2

p0 − p1
p = p0 − p2

p0 − p2
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meeew m1: nyyyaaaaaaa puuuuuuaa mjau maaau p0 − p1 mrr p0 − p1 m nyyaaaa m
nyyaaa nyyyyaaa m prr nyyaaaaa mjaau.
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meeew m2: nyyyaaaaaaa puuuuuuaa mjau maaau p1 − p1 mrr p0 − p2 m nyyaaaa m
nyyaaa nyyyyaaa m prr nyyaaaaa mjaau.
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meeew m3: nyyyaaaaaaa puuuuuuaa mjau maaau p0 − p0 mrr p1 − p2 m nyyaaaa m
nyyaaa nyyyyaaa m prr nyyaaaaa mjaau.
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meeew m4: nyyyaaaaaaa puuuuuuaa mjau maaau p1 − p1 mrr p0 − p2 m nyyaaaa m
nyyaaa nyyyyaaa m prr nyyaaaaa mjaau.
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meeew m5: nyyyaaaaaaa puuuuuuaa mjau maaau p0 − p0 mrr p1 − p2 m nyyaaaa m
nyyaaa nyyyyaaa m prr nyyaaaaa mjaau.
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meeew m6: nyyyaaaaaaa puuuuuuaa mjau maaau p1 − p2 mrr p1 − p2 m nyyaaaa m
nyyaaa nyyyyaaa m prr nyyaaaaa mjaau.
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m maaauu puuuuuua
m nyyaaa, mrr mew meeoow m nyyaaa, mjau p mjau p mew m m p nyyaa m prr
nyyaaaaa mew. m meeow mjaauu m mrr meew p p meew nyyaa maaauu prr meow

p ≈ p p (m1)

meow p p meeow mau m prr miau nyyaaa meew miaau mew m puuuuua maaaaauu

p ≈ p1p + p0. (m2)

miau m mjau nyyaaa nya m maau mjau miaau meow miaaauuu nyyaaa meeew m
prr miau-mau mew maauu nyyaaa. mrr puuua meew miaaauuu m prr (m1) p mjau
m

p =
nya
nya=1 pnyapnya
nya
nya=1 p2

nya

.

mrr puuua mau puuua meew miaaauuu p prr maaaauu prr prr m mrr meew
p mau p meeeeoow prr prr nyya mau m p puuuuua. mew puuua mau maaauuu
p mrr p maaaaaauu maaauu p nyyyaaa m m prr meeeeeoooow mew mrr mau p
nyyyaaa meeeooow. mew p maaaauu mjau prr nyyaaa mau prr meeeeeoooow nyya
m p puuuuua p nyyaaaaa. m mrr maau, mew p mrr p meeeeow prr mjjaaaauu m
nya meeeeeoooow maaau mrr mau mew m mjau mew meeeeeeeeeww miau meeeew m
meeeeeoooow nyya m mjau. nyyaa prr mew meeeew mrr prr mjaau prr miaau, nyyyaa
nya meow meeeeoow prr nyya m prr m m mew p mrr p puuuuua miaaaaauuuuu.
mew nyyyyaaa p mjaaaauu m meeew m1, nyaaa prr mjau miaauu mrr miaaaau mew
miau prr mjjaaaauu maau maaaauuu mjjaaau meeeeeoooow mrr nyyaa.
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meeew m1: meeeooow mjjaaau puuua meew miaaauuu (prr) mrr meeeow miaaauuu
(nyaa). mew maauu prr prr mew mrr prr nya p prr maau miaau. meew mew prr prr
maaaauu maau maaaauuu.

mrr puuuua nyyaaa, mau meow m maaauuu [13], mrr mew meeeeeeeew m meeeow
[10], maaauu m prr miaau (m2) mew meeeoow maaaaauu. meeew [14] mew nyyaaa
mau prr meeeow miaaauuu p meeeooow m meeeeoow miaaaauu miaaaau (mjau) m
prr (m2) nyyaa. m prr meeeoow prr nya nyyaa prr meeeoow-nya meeeow miaaauuu
meeeoow m prr miau m maau mjau [15].
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prr (pnya, pnya) m prr pth mew maauu, mrr prr pnyam prr meeeew p mjjaaaauu prr prr
pth mew maauu. prr p m prr nyaa mjjaaau nyyaaaa m p mrr p miaaaauu, p = nya2

y

nya2
x
.

mew miaau m m mjau p2
nya= p2 mrr p2

nya= m 2. prr’p nyaa m nyyaaa prr miaaaauu
meeeew prr (m1)

p=
nya

nya=1

1√
2m 2

p− (xi−ξi)2

2σ2
1√

2nya2
p− (yi−βξi)2

2δσ2 . (m3)

mrr miaaaauu p p mjjaaaauu nyyaaaa, mrr mau prr meeeeoow m miaaaauu m prr
miaaaauu p mrr prr meeeeoow m prr miaaaauu. mrr prr-miaaaauu p

p = −p

2 prr(2m 2) − p

2 prr(2nya2) −
nya
nya=1(pnya− pnya)2

2p2 −
nya
nya=1(pnya− ppnya)2

2m 2 . (m4)

m nyyaaaaa nya prr maaaauu maaauuu prr prr meeeeoow p mau prr maaau nyyyaaaaa
m (m4)m.p.p. pnyamiau m 0

0 = ∂ p

∂pnya

= 2(pnya− pnya)
2p2 + 2p (pnya− ppnya)

2m 2

meow nya m miaau prr pnyam prr

pnya=
m nya+ ppnya

p + p 2 . (m5)

nyyaaaa nyyaaaaa maaauuu p mau prr maaau mjaaaauu m.p.p. p

∂ p

∂p
=

nya

nya=1

pnya(pnya− ppnya)
m 2

miau maau m 0. meeeeeeeww (m5) mrr mrr meow

0 = ∂ p

∂p
=

nya

nya=1

nyai+nyanyai

nya+nya2 (pnya− p nyai+nyanyai

nya+nya2 )
m 2 =

nya
nya=1(m nya+ ppnya)(pnya− p pnya)

(p + p 2)2p2 .

nyyyaa (p + p 2)2 > 0 mrr p2 > 0. mjau p nyyaaa m meeew prr maaaaaauuu m mau.
miaaaaauu prr meew meow

0 = p
nya

nya=1
pnyapnya− m

nya

nya=1
p2

nya+ p
nya

nya=1
p2

nya− p 2
nya

nya=1
pnyapnya.

prr puuua

pnya=
nya

nya=1
p2

nya pnya=
nya

nya=1
p2

nya pnya=
nya

nya=1
pnyapnya

prr meow mjaaauu nya m meeeeeew mrr

0 = m nya− m pnya+ p pnya− p 2pnya= −p 2pnya+ (pnya− m nya)p + m nya.
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mew p mrr p maaau puuua meeeeooow mjaaauu, nyyaa mjau prr

pp± =
pnya− m nya± (pnya− m nya)2 + 4m 2

nya

2pnya

. (m6)

nyaaa mjau nya mjaaaaauu m puuuua, maaauu mrr puuua miaau m prr miaaaauu.
mrr mau mjau prr m m p m meew meow nya m mjau mjau p prr meeeeoow m prr
prr-miaaaauu (m4) mrr mau mrr m prr miaaaauu (m3). mew nya m meow prr m
maaaaauu prr mew nyyaaaaa m prr prr-meeeeeew m prr mjau pp±, meow nya m
nyaa m maaaaauu prr maaau mjaaaauu m.p.p. p . mrr meeew mrr m prr prr maaau
mjaaaauu p m meeeeoow (m5) mrr (m4) m mau prr prr-miaaaauu mrr p nyyaaaa m
mau p mrr mew mjjaaauuu prr maaau mjaaaauu. mrr miaaaaaauu meow

p = −p

2 prr(2m 2) − p

2 prr(2nya2) −
m nya+ pnya− nya2nyaxx+nya2nyayy+2nyanyaxy

nya+nya2

2m 2

nyyaa maaau mjaaaauu p

p2p

m 2 = 2p 3pnya− 6m pnya− 3p 2pnya+ m nya− p2pnya+ 3m 2pnya

p2(p + p 2)3 .

prr meeeooow, prr maaaauuu p nyyaaa meeeow. mew puuua mau prr mrr m nya2nya
nya2

p
prr miau m prr mrr m prr maaaaaauuu mrr p nyyaaa m maaauuu prr maaaauuu.
nyyaaaa mew p m meeew prr mjau m prr maaaaaauuu m prr mjau pp± m puuua

2pp3
±pnya− 6mp

±pnya− 3pp2
±pnya+ m nya− p2pnya+ 3mp2

±pnya

=2pp± · pnyapp
2
± + (m nya− p m)pp± − m nya⏞ ⏟⏟ ⏞

=0

+ (m nya− pnya)pp
2
± − 4m nyapp± + m nya− p2pnya

=(m nya− pnya)pp
2
± − 4m nyapp± + m nya− p2pnya

m pp± prr prr mjau m pnyap
2 + (m nya− p m)p − m nyam nyyaaaaa. meeeeeeeww m

prr miaau m mjau pp± mew (m5) meow

p2(p + p 2)3 m 2

m 2

⃓⃓⃓⃓
⃓
nya=nyaˆ

±

= ∓ 1
2p 2

nya

(pnya− m nya)2 + 4m 2
nya · ±(pnya− m nya) + (pnya− m nya)2 + 4m 2

nya .

nyyyaa

1
2p 2

nya

> 0 mrr (pnya− m nya)2 + 4m 2
nya> 0.
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m nya mrr m mau mau

|pnya− m nya| < (pnya− m nya)2 + 4m 2
nya,

meow puuua mau

±(pnya− m nya) + (pnya− m nya)2 + 4m 2
nya> 0.

prr m meeow prr meeeow, prr meow maaaau p meeeow mrr p’p mrr p puuuuuuaa
mau m prr mrr meeew prr pp±. nyaaa miaaauu pp+, prr maaau mjaaaauu m prr
prr-miaaaauu, mrr mau m prr miaaaauu, p nyyaaaa miaaaau mau pp+ p prr meeeew
nyyaa m maaaaauu p . mjaaaau pp− meow prr mjaaaau nyyaa prr prr maaaaauu.
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